
L'algebre� geometrique� � , un outil simple et e�cace pour le physicien ?Je ne cesse de m'interroger sur les raisons qui font que, en-dehors de quelques domaines specia-�lises� , l'algebre� geometrique� � - au sens hestenien du terme - n'arrive pas a� etre^ reconnue pour cequ'elle est reellement� , c'est a� dire un outil mathematique� de portee� tres� generale� � , dont l'ensei-gnement serait d'une grande utilite� des� la derniere� phase des etudes� secondaires.Certes le fait que la GA (geometric algebra) soit isomorphe avec les algebres� de Cli�ord corres-pondantes, et que celles-ci puissent recevoir de multiples representations� , a eu pour consequence�qu'a� peine extraite de ses lointains et fragiles fonts baptismaux (Grassmann, Hamilton, Cli�ord),et completement� reconstruite et developpee� � par David Hestenes :- on lui en a conteste� le merite� ,- chacun s'est empresse� d'ajouter son grain de sel en construisant des variantes plus ou moinscomplexes, au sens propre comme au �gure�,- on a vivement (re)theorise� �, c'est a� dire rendu plus abstrait ce que Hestenes avait utilementsimpli�e�,- on a de ce fait masque� le caractere� simple, tres� progressif et immediatement� utilisable del'apprentissage de la GA.Un exemple pour convaincre.Je vais tenter d'illustrer cela par un exemple geometrique� � qui m'a ete� � inspire� par un exerciced'une grande banalite� dans les classes de terminale scienti�que ou de debut� de "prepas� ": leskieur tracte� par un tire-fesse ! Je me suis rendu compte que cet exercice oh combien simplis-sime le devenait encore davantage si l'on disposait d'une bonne methode� vectorielle de decompo-�sition d'une force dans un repere� oblique. Notons tout de suite que pour traiter e�cacement cedernier sujet dans toute sa generalite� � � il faudrait utiliser le calcul tensoriel, qui n'est a� ma con-naissance pas enseigne� en "prepas� " et peut-etre^ meme^ pas dans le tronc scienti�que commun desGrandes Ecoles ... Or il est possible de deduire� l'essentiel des resultats� sur la base de regles� rela-tivement elementaires� � d'algebre� geometrique� � .Pour que l'exercice soit plus convainquant que l'exemple du skieur nous allons considerer� unesituation un peu plus compliquee� . Nous nous proposons d'etudier� certaines proprietes� � d'un tri-edre� oblique, constitue� dans R3 par trois vecteurs unitaires (u; v; w) que nous de�nissons� par lesangles arithmetiques� (�; �; 
) associes� respectivement aux faces (v; w) , (w; u) , (u; v) . Il estclair que geometriquement� � cette de�nition� est su�sante, associee� a� un certain domaine de varia-tion des angles et au choix de l'orientation, directe ou non, du triedre� . Par exemple w peut etre^obtenu par l'intersection de deux cones^ de revolution� d'angles au sommet � et � et d'axes u etv .Nous souhaitons pouvoir determiner� la position de w par exemple par rapport a� u et v en le pro-jetant sur le plan (u; v) et sur la perpendiculaire a� ce plan. Accessoirement nous souhaitons con-na�tre^ en fonction de �; �; 
 le volume du parallelepipede� � � de�ni par u; v; w:Commencons� par ce dernier point. Nous savons bien sur^ qu'en calcul vectoriel classique cevolume est obtenu par le produit mixte :(1) V =w:(u � v)=det(u; v; w)ou� � designe� l'usuel produit vectoriel (cross product) par opposition au produit exterieur� ^(wedge product) que nous utiliserons en GA. 1



En GA donc nous de�nissons� 1:(2) u^ v ^w= I det(u; v; w) avec I2=� 1ou� I represente� le pseudoscalaire dans R3 , et ou� nous supposons pour �xer les idees� le triedre�oblique de meme^ orientation que I (de ce fait le determinant� est positif).En portant cette expression au carre� nous obtenons immediatement� :(3) det2(u; v; w)=� (u^ v ^w)(u^ v ^w)=�f[(u^ v ^w):u]:vg:wce qui donne en developpant� successivement les produits contractes� :(u^ v ^w):u=w:uu^ v� v:uu^w+ v ^w etc ...(4) det2(u; v; w)= 1+2u:ww:v v:u� (u:w)2� (w:v)2� (v:u)2(5) det(u; v; w)= (1+2 cos� cos� cos
 � cos2�� cos2� � cos2
 )1/2=VCe resultat� est donc obtenu avec une tres� grande facilite�. Pouvons-nous proceder� de meme^ enalgebre� vectorielle classique ? J'ai d'abord eu la tentation de repondre� non, avant de decouvrir�sur Internet une de ces jolies astuces mathematiques� que l'on ne juge evidentes� qu'a� posteriori.Il s'agit de remarquer que :(6) det(u; v; w) det(u; v; w)=det(u; v; w) det(uT ; vT ; wT)et donc que le determinant� produit correspondant est symetrique� et constitue� de tous les pro-duits scalaires des vecteurs (u; v; w) : En le developpant� on obtient la formule (5). Il reste que lecalcul en GA demande moins d'intuition ; il vient naturellement sous la plume.La question des projections est plus demonstrative� des facilites� o�ertes par la GA. Appelons t levecteur unitaire, interieur� a� l'angle (u; v), et colineaire� avec la projection de w sur le plan (u; v).L'angle forme� par ce vecteur w et le plan est ' . D'autre part considerons� n perpendiculaire auplan et formant avec (u; v) un triedre� direct (de meme^ sens que I). Nous pouvons alors ecrire� :(7) proj uvw=w:tt= t cos 'Mais en GA nous avons aussi :(8) w=wn2=w:nn+w^nn et n=� Iu^ v /sin
Donc :(9) proj uvw=w^nn=w^ (� Iu^ v /sin
)(� Iu^ v /sin
)=� Iw:(u^ v)(� I)(u^ v)/sin2
=� (w:uv�w:vu) :(u^ v)/sin2
=�w:uv:uv+w:uu+w:vv�w:vu:v u)/sin2
= [(� cos� cos 
+cos�)v+(� cos� cos 
+cos �)u]/sin2
En GA on obtient donc immediatement� la decomposition� en (u; v) de la projection orthogonalede w sur ce plan. De meme^ la projection sur n de w est obtenue par di�erence� , sans nouveaucalcul :(10) projnw=w� [(� cos� cos 
+cos�)v+(� cos� cos 
+cos �)u]/sin2
=n sin 'Comment obtenir ces resultats� en algebre� classique ? Il faut, successivement, poser t en coe�-cients indetermines� � par rapport a� (u; v), puis calculer t:u et t:v en introduisant les angles � et(
 � �) entre ces vecteurs. Tous calculs faits on obtient :1. Nous savons demontrer� a^ b= I (a� b) et c^ a^ b= Ic:(a� b) .2



(11) proj uvw= [(cos �� cos 
 cos(
 � �))u+(cos(
 � �)� cos 
 cos �)v]/sin2
= t cos 'Comment faire pour exprimer cela uniquement en fonction des angles (�; �; 
), surtout si l'onadmet que l'on ne conna�t̂ pas deja� � le resultat� (9). La solution reside� en l'application d'un petittheoreme� ^ de geometrie� � dans l'espace que les etudiants� d'aujourd'hui auront du mal a� retrouver :la projection de w sur u est le produit d'une projection sur le plan (u; v) suivie d'une projectionsur u. D'ou� les relations :(12) cos ' cos �=cos � cos ' cos (
 � �)= cos�Il est piquant de noter que ce theoreme� ^ est une evidence� en GA. En e�et d'apres� (7) et(9) :(13) w:tt=w^nn=w�w:nn ) w:tt:u=w:u� 0 ) cos ' cos �=cos �On a alors tous les elements� � permettant de calculer les projections.En conclusion le cheminement en GA est, pour l'exemple etudie� �, plus simple, plus coherent� etplus e�cace qu'un assemblage artisanal de methodes� ad-hoc en algebre� classique.En elargissant� un peu les questions posees� on voit que l'on peut facilement, avec la GA, traiter a�un niveau elementaire� � dans R3 des questions qui usuellement ne sont abordees� que dans les coursde calcul tensoriel.Considerons� en e�et dans R3 une base quelconque ei (i 2 (1; 2; 3)) non-orthonormee� . Il est alorsutile de de�nir� des vecteurs reciproques� ei qui satisfont aux relations :(14) ei :ej= �jiConsiderons� le trivecteur e1 ^ e2 ^ e3=E . Si I est le pseudoscalaire de R3 de meme^ orientationque (e1^ e2^ e3) on a:(15) e1^ e2^ e3=E= I det(e1; e2; e3)= Ig I2=� 1 g scalaireg est le volume de�ni� par les vecteurs ei :Il est facile de montrer que l'on a :(16) e1= e2^ e3E�1 e2= e3^ e1E�1 e3= e1^ e2E�1(17) E�1= I�1g�1=� Ig�1En e�et :(18) e1:e2= e1 :(e3^ e1E�1)= e1^ e3^ e1E�1=0e1:e1= e1 :(e2^ e3E�1)= e1^ e2^ e3E�1=EE�1=1etc ...Calculons2 :(19) e1^ e2^ e3=� g�3(e2^ e3 I)^ (e3^ e1 I)^ (e1^ e2 I)=� g�3 [I (e2^ e3 ):(e3^ e1 I)]^ (e1^ e2 I)=� g�3[I (� e2 ):(e3^ e1 I)e3]^ (e1^ e2 I)=� g�2(� Ie3)^ (e1^ e2 I)=� g�1(� Ie3)^ e3= Ig�1Or par de�nition� :(20) e1^ e2^ e3= I det(e1; e2; e3)= Ig�12. Soit, ce calcul demande un peu de pratique. 3



Donc en rapprochant (20) et (15) :(21) det(e1; e2; e3)= 1/det(e1; e2; e3)Les elements� � de base necessaires� pour la comprehension� et l'execution� des calculs qui precedent� �peuvent etre^ acquis en trois ou quatre lecons� accompagnees� des exercices correspondants.Mais nous pouvons des� a� present� faire beaucoup plus.Nous allons montrer qu'avec a� peine plus de connaissances que les de�nitions� de base du produitgeometrique� � de deux vecteurs, du produit interieur� et du produit exterieur� et de la formule :(22) ab= a:b+ a^ bainsi que la notion d'associativite�, nous sommes en mesure d'elaborer� les outils de�nissant� enGA un operateur� de rotation dote� de puissantes proprietes� � non seulement dans l'espace euclidientridimensionnel mais dans des espaces beaucoup plus generaux� � .Considerons� un plan P , immerge� ou non dans un R3 , et deux vecteurs unitaires a ; b de ce plan.Nous appelons � l'angle arithmetique� entre ces deux vecteurs mesure� selon le plus court chemin.On aura donc 0 6 � 6 � . Nous appelons rotation d'angle � le mouvement qui fait coincider aavec b en suivant ce chemin. a et b forment le bivecteur a ^ b qui de�nit� la position du plan Pdans l'espace. Notons tout de suite que nous n'avons pas besoin de de�nir� un vecteur perpendi-culaire au plan ni de savoir si nos regardons le plan par au-dessus ou par en-dessous pour de�nir�quel est le sens dans lequel nous tournons . Que de torticolis evites� � ...Il nous sera utile pour la bonne comprehension� de la suite de de�nir� dans P un couple quel-conque de vecteurs unitaires (e1; e2) orthogonaux, de meme^ orientation relative que le couple (a;b). On a :(23) e1 e2= e1^ e2= a^ b/sin � (e1e2)2= e1e2 e1e2=� 1Ce couple est le pseudoscalaire du plan P .Appelons m le vecteur unitaire de la bissectrice interieure� de l'angle a; b).Notant que les vecteurs commutent evidemment� avec les scalaires et que :(24) b^m=� a^mon peut ecrire� successivement :(25) b= baa= bmmaa= bmaam=(b:m+ b^m)a(a:m+ a^m) = (b:m� a^m)a(a:m+a^m)(26) b=(cos �2 � sin�2 e1 e2)a(cos �2 +sin�2 e1 e2)=R~aR R~R=1R est ce que l'on appelle un rotor et R~ son reverse (inversion de l'ordre de tous les termes).Cette decoupe� en deux demi-angles a la remarquable propriete� � de laisser inchanges� dans la rota-tion les vecteurs perpendiculaires au plan, c'est a� dire perpendiculaires au bivecteur e1 e2 . Ene�et si e3 est un tel vecteur il commute avec e1 e2 et l'on a :(27) (cos �2 � sin�2 e1 e2)e3 (cos �2 +sin �2 e1 e2) =R~e3R=R~Re3= e3En conclusion la formule (26) peut representer� la rotation d'un vecteur quelconque non contenudans le plan du bivecteur e1 e2 .Remarque : Il n'est evidemment� pas necessaire� d'exprimer le bivecteur caracterisant� la rotationpar une decomposition� explicite e1e2 . 4



Il est clair que l'expression en GA des rotations presente� en general� � d'immenses avantages parrapport aux autres outils mathematiques� . Or nous avons pu de�nir� cette formulation avec desmoyens tres� simples a� la portee� de debutants� ...Un exemple d'utilisation des rotors.Le vieux theoreme� ^ d'Euler sur les rotations equivaut� , dans une formulation moderne, a� prouveren R3 que la donnee� de deux couples de points unitaires (e1; f1) ; (e2; f2) et d'un point �xe Onon aligne� avec (e1; e2) est necessaire� et su�sante pour determiner� la rotation du corps rigidedont la position initiale est caracterisee� � par (O; e1; e2) et la position �nale par (O; f1; f2), avec lacondition additionnelle de preservation� des angles :(28) f2 : f1= e2 :e1ce qui assure aussi ici la preservation� des distances. On pourra imaginer le cas d'une sphere� uni-taire qui glisse sur elle-meme^ . Le passage d'une position initiale quelconque a� toute autre posi-tion �nale pourra toujours etre^ de�ni� par une unique rotation, que nous cherchons a� evaluer� .Geometriquement� � c'est une evidence� , mais l'evaluation� analytique n'est pas si simple, et la GAva nous etre^ d'un puissant secours.Nous savons maintenant qu'une rotation dans R3 peut etre^ representee� � par un rotor :(29) R=cos(�/2)+ Ia sin(�/2) R~= cos(�/2)� Ia sin(�/2)ou� I et a sont respectivement le pseudoscalaire dans R3 et le vecteur unitaire de�nissant� l'axede rotation, et � l'angle de rotation. Nous pouvons alors ecrire� :(30) f1=R~e1R f2=R~e2RIl est facile de veri�er� que cette de�nition� assure automatiquement la condition (28). Nous pou-vons aisement� , grace^ a� la souplesse de la GA, transformer successivement ces relations :(31) Rf1= e1R(32) [cos(�/2)+ Ia sin(�/2)]f1= e1 [cos(�/2)+ Ia sin(�/2)](33) cos(�/2)f1+sin(�/2)I (a:f1+ a^ f1) = cos(�/2)e1+sin(�/2)I (a:e1� a^ e1)(34) cos(�/2)(f1� e1) + sin(�/2)Ia^ (f1+ e1)+ sin(�/2)Ia :(f1� e1)= 0(35) cos(�/2)(f2� e2) + sin(�/2)Ia^ (f2+ e2)+ sin(�/2)Ia :(f2� e2)= 0En separant� dans ces equations� les termes vectoriels des termes pseudoscalaires on obtient donc :(36) a:(f1� e1)=0 cos(�/2)(f1� e1)+ sin(�/2)Ia^ (f1+ e1)= 0(37) a:(f2� e2)=0 cos(�/2)(f2� e2)+ sin(�/2)Ia^ (f2+ e2)= 0En consequence� des relations pseudoscalaires nous pouvons poser :(38) a=�I (f1� e1)^ (f2� e2) �= ��(f1� e1)^ (f2� e2)j�1Donc :(39) �=[(f1� e1)2(f2� e2)2� (f1� e1) : (f2� e2)]�1/2En remplacant� a dans (36) et (37) par son expression bivectorielle et en simpli�ant on obtientdeux equations� vectorielles :(40) cos(�/2)�� sin(�/2) (f2� e2) :(f1+ e1)= 0(41) cos(�/2)+� sin(�/2) (f1� e1) :(f2+ e2)= 0Ces relations , qui permettent de determiner� � , doivent evidemment� etre^ compatibles, ce quiimplique : 5



(42) � (f2� e2) :(f1+ e1) = (f1� e1) :(f2+ e2)ce qui apres� developpement� correspond precisement� � a� la condition (28).En de�nitive� nous obtenons donc :(43) cot(�/2)=�(f2� e2) :(f1+ e1) =�(f2:e1� f1:e2)Se pose evidemment� a� nouveau la question de savoir comment nous aurions pu faire cettedemonstration� et ce calcul detaille� � des elements� � caracteristiques� , en algebre� vectorielle classique.Nous aurions evidemment� pu de�nir� sans di�culte� a� l'aide du produit vectoriel le vecteur sup-port de l'axe de rotation (relations 38 et 39). De meme^ nous aurions pu ecrire� une equation� ana-logue a� la de�nition� (30) (formule de Rodrigues) ou une equation� matricielle. Mais nousn'aurions pas pu faire de transformations algebriques� du type (31) a� (37) pour des raisons evi-�dentes et tres� signi�catives : ces relations sont de type mixte c'est a� dire additionnent des termesde grade di�erent� (scalaires, vecteurs, bivecteurs, pseudoscalaires). Seule l'algebre� geometrique� �permet ce genre de melange� 3, qui est une vaste generalisation� � des nombres complexes. De ce faitla decouverte� en algebre� standard de la relation (43) est loin d'etre^ evidente� . Je laisse ce soin aulecteur.Mais nous en sommes encore aux premieres� lecons� d'algebre� geometrique� � et, malgre� tout, avonsdeja� � pu aborder une grande variete� � de questions ? Pourquoi donc continuons-nous de priver nosetudiants� en sciences non seulement de l'enseignement, mais meme^ de la simple prise de cons-cience de l'existence d'un outil aussi performant ? Question sans reponse� ...G.RingeisenJanvier 2012

3. A vrai dire ce mix peut exister en algebre� matricielle, comme le montre l'algebre� de Cli�ord utilisee� en phy-sique quantique ; mais les presentations� deviennent alors beaucoup plus abstraites.6


