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Solution elliptique de I’équation de Vlasov

"
introduction En rouge les numeros des equations
copiees par H.Zejli
Equation de Vlasov
L équation de Viasov géndrale s"éerit ; /
pf <af [z De |af [ar.][ee (h.93)
E*"ﬂ*f'ﬁ“]ﬁ Fzﬁ;‘*l- afl'” ¥
avec la notation Egi-p-p__.ﬂ..
Di ar ar
L'équation de Vlasov exprimée en fonction de la vitesse d'agitation C et de la vitesse
moyenne ¢ (et non pas de la vitesse absolue V=g +C), 5'écrit :

dlog f 0 dlog f ey MJ,

L
= De, | alogf [atogr . ] [oe ( w
F-— | ———-|——=C|:||=—L|=0 i
Dr | acC lac ir _'Lf--i“JI

df odr " Hr
Principe pour la recherche des solutions les pages du livre de
Le principe est le suivant : HZE]'I en fin de de
(1) on prend une distribution f fonction des vitesses et du temps,
(2) on la substitue dans I"équation de Viassov, document

(3} on regroupe les termes en fonction des mondmes des composantes de la vitesse ce qui
donne autant d'équations individuelles



Recherche d’une solution

Objectif : distribution elliptique

On choisit une distribution ou les vitesses forment un ellipsoide :
Log f =Log B+a,C2+a,C’+a, C’ (j-’:-l\ |

Ou Ckg est la composante sur la direction r, Cp, la projection sur une direction perpendiculaire
aretal’axe z (on prend cet axe car on va travailler sur des galaxies qui tournent autour de z).

Expression que 1‘on réécrit sous la forme suivante :

Log f = Log B - ZkLHCZ +a (E.r)2 +a I:E.(er)T (L‘ 3. (L)

Ou k est le vecteur unitaire selon z, B, H, a et o peuvent dépendre a priori du temps et de
I’espace.

Hypothéses

On va pour la suite faire les hypothéses suivantes :
(1) on se place en stationnaire : il n’y a pas de dépendance implicite en fonction du temps
(2) on va considérer une solution symétrique autour de 1’axe z, rotation autour de I’axe z
avec une vitesse moyenne qui est tangentielle

avec ces hypothéses, on a :

I (433
el e

Dt t 0 0
Jr
-y
c,=w(kar)=o| x
0
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Calculs et expressions utiles pour la suite

ar  or 2k  or|\H
+a—a(6 r)2 + g—a[(_l.(er)]z

Jar r

dlogf_dlogB _ﬂczi(i] +24(C.r)C + 22[C.(kxr)](Cxk)

08/ _ v 2a(Cr)r + 2a[C.(kxr)](kxr)

aC kH
(kxr)= C.(kxr)=-yC, +xC, (4 ?7 \)

*C,-xC,
[C.(kxr)](kxr)= —i’ny+3Cy Q} 3. l’)/)

0

Equation de Vlasov a utiliser
L’équation utile se réduit a :

G e i e R S

Elle comporte 3 termes :

(T1): E.alg_gf va donner des termes en vitesse d’ordre 1 et d’ordre 3
r

(T2): | F=c %- ,aIng va donner des termes en vitesse d’ordre 1
°ll or aC

(T3): —Ha—g)%—fcll : |l%—co.m va donner des termes en vitesse d’ordre 2
r
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Termes en vitesse d’ordre 3

11 faut exprimer C. Bl;_gf et ne garder que les termes d’ordre 3 :

_iccaa—r[—)uaCrcc + 2a[C.pxe)}ETCxK) (L) 3. |§>

+C. g—“(c.r)2+cg—“[ (kxr)] =0

On va exprimer les composantes et regrouper ensuite les monomes

i) e (Lo 2 (Ll 2L
2k(c,+cy+c,)(c,ax[H) Cyay[ )+C’az(H]]

+2a(C2+C+C2)(xC,+yC,+2C,) ( erﬁ ‘ {9)

da da da 2
(C 8_+C -a—— Cza—J(xCx+yCy+zCz)

Jo da oo
C.—+C, —+C, C. +xC =0
+( 5ot ’8y+ az)( yC. +x )

_mcveseNe L Lie O (L e (L
2k(C’+C’+CZ)(C’E)x(HJ+Ca( )+c az( )J

+2a(C2+C}+C?)(xC,+yC,+2C,)

[C 9. c®.c a_“)(xch+y2 C;+2°Cl +2xyC,C,+2x2C,C, +2yzC,C,)

dx ’dy ‘9oz
Jda Jda do ,
+[c,ax Cyay+Cza—)(y2Cf+x2Cy2—2xnyCy) =0

Soit 45 termes que 1’on regroupe par monome :

s m o1 , 0a , 00 C 1. (°¥)
- —| = — —=0 .
C, % 3zl 7 +2ax+x 8x+y 3y lf ‘ .
d(1 da o
com (Vi (4,9.14)
Y T2k 3y H+ ay+y — o +x o 0 zll 3
_mofl 294 _ ]
C.: 3l 7 +2az+z 3, =0 le.? l%‘
s m (1 00 da. ,da ., da (4% 3.8
—— =2 — +2xy— —2% ——=0
C.C, 5% ay(H}'- ay+x ay+ Xy 8x+y 3y Xy
CZC:—iil+2ax+ da — +2x o za—a— % 3 l’l\
5 L V= F=
Csz:‘—%? % +2az+x %a+2xz?y+yzgg= 9.%3- o)
z z x z
2o, mOf1 204 Oa 290 _ /4 3- 21
CC,: T aZ(H]+2az+ya +2yzay+x 3, 0
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CZC'—ﬁi( )+2ax+z g—+2xz— (tf 322)

Y 2k ox

x
m 0 da da ( 2%
C:Cy:—ia—( ) 2ay+z$+2yz—z =) l/? )
da da da da
C.C.C,: 2yza—+2xz$+2xya——2xya———0 L’%W)

On ne retombe par sur les 10 équations de la thése de JPP (les équations en U?V et UV?, on se
convainc rapidement que les termes ne s’annulent pas 2 a 2 car il les différences de signes
sont peu nombreuses, il y a sans doute eu une annulation malencontreuse entre les termes en a
et o), sauf si I’on fait tout de suite I’hypothése que a et o ne dépendent pas de r.

On obtient alors :

Ci=C!C,=CIC,: - ﬂkai(%} 2ax =0 (If 3. lﬁ
X
ECnyEszcy: zink—ai(%)-{..zayzo (ﬁ‘g!lé\
y
C:ECszEC}sz: %ai(%)+2az =0 C(/' 3"m \
z
C.CC.: 0=0
Faisons apparaitre p? 3
Ci=C!C,=C)C,: ){2]‘8 (%j ;,{a =0 C‘L‘S‘L”\
330
C,=CC =CC = 2’: aap (-}I-)+%a =0 (4 )
CfECszEC;Cz:—- Ea—(%)+}{a—0 64' % %\)
Ce qui donne

m
%&J: Sra gy s ) (44 -%\

La solution cohérente avec 1’ensemble des 2 équations, s’écrit sous la forme :

LN APy L1 et 2 =2 a8 é%g
H T, m kH kT,

(%) 2 = L2y (53]

En posant :
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Sil’onrevienta f:
m - 2 — 2 /
Log f=Log B+a,C} +a,C*+a,C’ = Log B - Zk—H-c2 +a(Cr) +a [c.(er)] /LI 9 %\
En tenant compte du fait que :
||(k><r)||2=(er)-(er)=(k-k)(r-r)—(k-r)(r-k)=r2—z2= P’

On obtient :

a"=—2ka o a”=_2kLH o %= 2kH k. % L((
En posant : pé:ﬁ_ '(H,QW
0
ap=- 2kTC’$J{'Y) = 2]:’;0 [1

'”To (1+_][lf -3 S‘D)

el £)l4]) (o)

2kT,

f=h exp[—

Le normalisation f; s’obtient par la somme sur tout I’ensemble des vitesses.

ool (5] (5] (4959)
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Termes en vitesse d’ordre 2
e, [Olog f
11 faut expliciter :
J [[ aC C]I [[ar]l

Le double produit de 2 dyadiques est égal a la trace du produit des matrices correspondantes

aux dyadique.
dlog f
|[ == CHar]l Tr(AB)

Avec ([l‘ g. ’3_?)

4= I[alogf H "

ac [[ ]] (tf 3.5%)
d
% % 0 —ya—w xa—w+w 0
—y x x ox ox [,’ 3 5—{‘)
=) x | B=|%|| % % o || 0, 0 ' |
0 or dy dy dy ay
de, Oc, Jw ow
—Ux _y I [ Rl 0
> 3 ° Y% T
Calculons A :

A= alogf (L‘ 3 5’6‘)

dlog /& _ _kchE+2a(E.r)rE + 20 C.(kxr)](kxr)C < Qrﬁ YA >

0C
= A=A1+A2+ A3

¢ cc, CC

x -z

A1=—kHi cc, C CC ( 4 gg%\

cc cc,

z

xC, xC, xC,
A2=2a(xCx+yCy+zCz) ¥C, yC, yC, CL(:}YW

z2C. zC,6 zC

x y z
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y'C,—xyC
A3=2«a —,xny+x2Ci (C, C C) (4.8- 60)

x y? z
0

»¥CC,-wCC, yCC-m»CC, yCC-1wyCLC,
=2ea|-wCC, +x’C,C, -xC,C,+x*C,C, -xyC,C,+x*C,C, / 4 5 4 U

0 0 0
Aﬁ A sz Bx:x Bxy sz
A= | A4 A A et B=1|B B B
% g ¥ = W vz ]
A A A B. B, B (H%é % )
zx 7y 2z - o .
AX.‘CBXX +AxyByx +szBn e
AB = AyxBxy + AyyBy;v ¥ Ayszx
0

11 faut calculer :
Tr( AB )= Axx Bxx+ Axy Byx+ Axz Bzx+ Ayx Bxy + Ayy Byy+ Ayz Bzy +0 L{g (:;9)
An=‘kHle+2a (xfo+yxCny+szsz)+2a(y2Cf—xyCny) qu” ()Ll_ )
=Cf (—l+2(lx2 +2ay2 ]+ CxC 2(a—a)xy+Csz 2axz (4[ g B 6@
kH ¥
AW=—kHle+2a(xnyCy+ynyCy+zCzyCy)+2a(—xnyCy+x2CyCy) (‘7',966\

m
=Cj[—ﬁ+2ay2 +2ax2]+ CXCyZ(a—a')xy+CyC22uyz 6 § f; 3 [-q—)

A, —kHLCny+2a(xCxny+ynyCy+zszCy)+2a(y2Cny—chcy) (9.3.6?)

=Cxcy(—kHL+Zax2+2ay2]+ Cy22(a—a')xy+CyCz Qaxz t{ ' 3 6 4)

m
A=t
” kH

C,C,+2a (xC,yC,+yC,yC, +zCyC,)+2a(-xyC,C, +x*C,C,) (If 3. 2§ o)
1)
=C32(a—a)xy+Cny(_.kZ_+2ay2+2axz]+ CC.2ayz (‘j 3 . l
sz=“kHiCsz+2a(xCxsz+ynyCz+zszCz)+2a(y2 C.C.-wC,C.) le..g J'L)

=C’2axz+C_C, [—kHi+2ax2+2ay2)+CyCz 2(a—a)xy él}_ 3- 73/
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A =-kHleCz +2a (xnyCz +yC,yC, +zCzyCz)+2a(—xnyCz +x° CyCz) 9-9::? 5‘

vz

e _ _m 2 2
=C2ayz+C,C,2(a a)xy+CyC,( 3 oAy Hiax ] [4’.3.?’9‘)

A

Terme en C”. Ils proviennent de Axx Bxx et Ayx Bxy [/(PAM/

(—kHi+2ax2+2ay2)(—y%—z)}*Z(a—O«')x)’[xz_w*‘wJ:O Cf?—}%/

X

N\

Terme en C.. Ils proviennent de Axy Byx et Ayy Byy "(@W\'

m ow ow

——+2ay’+2ax’ | x— {2(a-« -y—- =0

e b e ) (17'95”’)
X

Terme en C?. Ils proviennent de Axz Bzx et Ayz Bzy ll(m,

0w w
2axz(—ya—z]+2ayz(x¥]=0 G_BM\

Terme en C,C, . Ils proviennent de Axy Byx, AxxBxx, AyxBxy et Ayy Byy | M

(—}’(‘HL+2aJc2+2ay2 ][—y%}—a)}Z(a—a)xy(—y%—f) C‘/. 3'-80)

+ —k—Hm—+2ay2+2ax2 2% e2(a—a)xy| 22 |=0 (bf '5?'>
[+5+) 5

29

-

Terme en C,C,. Ils proviennent de Axx Bxx, AxzBzx, AyxBxy et Ayz Bzy v d'w

(Zaxz)(—y%—z)) [—;Hm—+2ax2+2ay2](—y%—f) (4,3,€2)

+(2axy)(x%—f+w)+2(a—a)xy(xaa—z)j=0 ([f '9 W)

Terme en C,C,- Ils proviennent de Axy Byx, AxzBzx, AyyByy et Ayz Bzy  { 0(,%
9 )

(2axz)(—y$w—w]+2(a—a)xy(-ya_z)) (1( 4 3- 84) ‘

+(2ayz)[x%;-)]+[——k2—+2ay2+2ax2](xg—z)J=0 /4‘3‘ K}j
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10

B
On va utiliser le fait que ne dépend que de p? et z2 et donc? v ’("'\\

P g (4% )
e (4399
L’équation en C? devient : { ﬁ(MV\.
(—kHl+2ax2+2ay2]}y§( J+}/ a- a)(Zx —+a)) 0
%(%—%-Zaﬁ%—mﬂz )+(a—a)w=0

dlogw (a—

Pz e (4987

\
En se plagant dans e cadre de la solution particuliére (a et a constant dans I’espace) : \ D(PJW\

LR, PP,
kH kT,
L’équation devient :

dLog| 2 +2(a-a)p*+2az
dLogw 1 2(a-a) g’(kT (a=a)p

_lEreara) g0,
Ip 2[£+2(a_a)p2+2az2) ? # vf’(lf' ‘6“)

La solution s’écrit sous la forme :

vh P— (4.3.22)
2 ul AV \/———+2(a a)p +2az’ - K
' KT, Al VR
\Jt,g/o q'@/ V1 \(‘W M@’“ (
Vérifions si les autres équations sont compatibles. ‘\FOTQ‘H AN

L’équation en Cy2 devient :

[—FH”-I—+2ay2+2ax2][;x/ ]+}/(a a)(—2yza—w—w] 0
—[——+;aff+2ax 247 +2ay* J a-a)=0 c’est laméme
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CHAPITRE 4. MODELISATION DE LA DYNAMIQUE GALACTIQUE

Extrait du livre d’'Hicham Zejli:
«MODELE COSMOLOGIQUE JANUS»

Dans le cadre d’une distribution de vitesse ellipsoidale, 4.3.1 peut également
" A WL 4 ~ 'y o o 1 « . . - ’ \
s'écrire sous la forme suivante : point de depart .

In(f) = In(B) - 5=C* +a(C 1) +a[C - (k x )

C le long de cet axe.

Kk est le vecteur unitaire selon OZ autour duquel la galaxie tourne

R est le vecteur unitaire selon I'axe radial colinéaire a r donné par la relation

suivante : R = ¢
lIell . _ . .

__ P est le vecteur unitaire dans la direction perpendiculaire a r et a l'axe Z
donné par la relation suivante : P = I_ILI%%T L

— Q est le vecteur unitaire perpendiculaire aux deux vecteurs précédents donné
par la relation suivante : Q = ";%g—“

— B. H. a et a dépendent a priori du temps et de I’espace.

Or, nous pouvons poser les hypothéses suivantes :
1. Nous nous placerons en régime stationnaire, ce qui signifie qu’il n'y a pas de
dépendance implicite par rapport au temps.

9 Nous considérerons une solution présentant une symétrie autour de I'axe OZ},
caractérisée par une rotation autour de cet axe avec une vitesse moyenne tan-
gentielle.

Ce qui se traduit par les simplifications suivantes :

dln(f)
5t =1 (4.3.3)
DCO B aCo aco o aco A 2/
Dt Ot tC 5 T % Br =8
oln(f) .
ot 5 =0 (4.3.5)

Les équations de Vlasov 4.2.9 et 4.2.10 se réduisent alors aux expressions sui-
vantes :

C-V.In(f) — (vrw + gy %‘%) Veln(f) - Veln(f) - C: Vico =0  (4.3.6)

C-V.n(f) - (vrw + G- Qg—*’) Veln(f) — Veln(f) - C: Vig, =0 (43.7)

or &=
0
10. Vecteur unitaire k = |0| suivant 'axe Z dans le repére (X, Y, &)
1

11. Le produit vectoriel génére un vecteur orthogonal par rapport a deux vecteurs donnés. En-
suite, la normalisation de ce vecteur résultant est réalisée en le divisant par sa propre norme.
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CHAPITRE 4. MODELISATION DE LA DYNAMIQUE GALACTIQUE

4.3.1 Tentatives de Développement de Solutions pour la Pre-
miére Equation de Vlasov

Essayons d’établir une solution de équation de Vlasov 4.3.6. En effet, cette expres-

sion comporte trois termes. Le premier donné par C-V, In(f) va donner des solutions

de vitesse d’ordre trois et un. Le second (Vr\If +Co - %‘rﬂ) - Ve In(f) nous permettra

d’obtenir des solutions de vitesse d’ordre un et le dernier V¢ In(f)-C : V,c, d’ordre
deux.

Solution d’ordre 3 pour la fonction de distribution elliptique des vitesses
Le premier terme de I'équation de Vlasov 4.3.6 doit satisfaire la relation suivante :
C-¥:In(f)=0 (4.3.8)

Or, pour simplifier davantage les calculs, nous pouvons poser :

-y

Go=wkxr)=w| % (4.3.9)
0
ocy Ok xr)
Soit :
C:(kxr)=—yC,+zC, (4.3.11)
y2C, — 2yC,

[C-(kxr)|](kxT) = | —2yC; + 2°C, (4.3.12)

0

Ainsi, I'introduction de 1'équation 4.3.2 dans 4.3.8 nous permet d’obtenir la re-
lation suivante, en ne conservant que les termes d’ordre trois :

0

1 Oa 0
2 —_— —_— Y - - ® — - 2 -
C C. (H)+2a(C r)-C.C+C 8r(C r)“+C

TSR a—‘:[c-(er)]2 =0 (4.3.13)

Nous pouvons I'exprimer en fonction des composantes Cy, C,,, C, de la vitesse
résiduelle, colinéaires au triedre formé par les axes (X,Y,Z), afin de profiter de la

symétrie autour de 'axe 02) et de regrouper ensuite les monomes :

0 (1 0 (1 0 (1
2 2 2 = o P o 7 3
2k(0 +C; +C)<C’ (H)+Cy6y(H)+Czaz(H>)

+2a (C2 4+ C2 + C2) (xC; + yCy + 2C.)

4.3.14
+(C’ g“+cyg a“)(xc +yC, + 2C.)° (4.3.14)
oo O Oa 2
+(C e + Cy— Yoy +, 5, )(—yCz+mCy) =0
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CHAPITRE 4. MODELISATION DE LA DYNAMIQUE‘GALACTIQUE

Nous obtenons ainsi 45 termes qui. regroupées par _monomes, permettent de
déduire les dix équations aux dérivées partielles suivantes :

£ _;n_kb% (%) +2¢z+z’% - y2g% =0 (4.3.15)

cs —%% (%)+2q+y2%+22% =0 (4.3.16)

Cc3 _%e% (%) +2nz+z’% —0 (4:3.17)
20, —%% (%) +2¢y+z’% - 2xyg§ + yzg—z - 2xy% =0 (4.3.18)
2 2 —2—7',:-(% (%) +2az+y’% + 2xyg—z + :62(;—3 - 2xyg—z =0 (4.3.19)
i, _%Biz (%) +2az+1:2% + 2xz% + yzg—j =0 (4.3.20)
CZCZ i —-27%(% (%) : 2az+yzg§ + 2yzg—z -+ ng% =0 (4.3.21)
20, s —2—72(% (%) + 2az + z2% - 2ng—: =1 (4.3.22)
G2C, : —%% (Ill) + 2ay + z2% + 2yz% =0 (4.3.23)
C.C 0, 2yzg—i + 2:22—: + Zz:‘y%:# - 2zyg—j =] (4.3.24)

En faisant 'hypothése que a et a ne dépendent pas de r, nous obtenons :

3 — 2 = (2 PR a 1 — =3
C,=0C, =00, : 5% D2 (H) +2az =0 (4.3.25)
m o [1
C=0C =00 :—1— =
y = G0, =00, 2% By (H) +2ay =0 (4.3.26)
m o [1
=00, =00—— | = = 3.27
s =00, =200 T (H) +2az=0 (4.3.27)

Or, nous savons que le rayon de 'ellipsoide sur son plan de rotation défini selon
le repére (X,Y) autour de I'axe Z est donné par 2 :

a— =27

pP=r+y = 852 (4.3.28)
=t D
dy &

12. En sachant que r2 = p? + 22 avec p2 =22+ y
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CHAPITRE 4. MODELISATION DE LA DYNAMIQUE GALACTIQUE

Nous obtenons alors en fonction de p

0 = G20, =020, : —2—";—‘2— (%) +a=0 (4.3.29)
R =i, =00, _ﬂkf)% (é—) +a=0 (4.3.30)
=000, =020, ; —ﬂka—a— (”Ili) +a=0 (4.3.31)
Soit aprés intégration :
58/)—2 (%) %a = —;7 = %ap + fi(2%) (4.3.32)
8—25 (%) = %n]fa = % %az + f2(p?) (4.3.33)

La fonction f; ne dépend que de 22, donc si on dérive (4.3.32) par rapport a 2,
nous obtenons 4.3.33, soit :

0 (2k 6 3 8 1 2k
Donc : ok
L(2%) = Eaz +k, (4.3.35)
Par conséquent :
1 2
7= %ap - kaz + k, (4.3.36)

Or en se placant a 7 =0 (p? =0 et 2% = 0), nous avons & = k; que l'on décide
d’associer a ,_,1 Lo,

Ainsi, la solution cohérente permettant de satisfaire ces équations s’écrit sous la
forme suivante :

Rl B 4.3.37
H T, ( +——r ) (4.3.37)
Soit en posant :

2 m Ty

(4.3.38)

| — — H =
0 r2
2akTy y v
Or, nous savons que la composante dun vecteur quelconque C sur I'un des
axes du repére est la projection orthogonale, qui s’obtient en effectuant le produit
scalaire du vecteur C avec le vecteur unitaire de I'axe en question. Nous pouvons
ainsi exprimer les composantes de 4.3.1 de la maniére suivante :

r C-r

C,=C-R=C- (4.3.39)
fiell — Tiel
kxr C-(kxr) _
C,=C-P=C- = (4.3.40)
! kexrll  fkxr]
C,=C-C,—GC, (4.3.41)

13. T, étant une fonction du temps
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CHAPITRE 4. MODELISATION DE LA DYNAMIQUE GALACTIQUE

Et en tenant compte du fait que '* :
|k xr|?=(kxr)-(kxr)=(k-k)(r-r)— (k-r)(k-r)=1r®—22=p? (4.3.42)

Apres introduction dans 4.3.1 et en regroupant les termes, nous obtenons

In(f) =In(B) + g(C r)? 4+ (a - )[C (k x r)]* + ,C? (4.3.43)

p?
Ainsi, par identification avec 4.3.2, nous pouvons en déduire que :
m
o (ar —ay,) m 2
= T = ~okH +ar (4.3.45)
(ap — a,) m 2
=0 =——— 4.3.
o P = a, Sk +ap (4.3.46)
Si on pose également :
R (4.3.47)
Po ZakTo o
Alors, nous obtenons :
m
= 4.3.48
O = T (4.3.48)
m r2 2
a, = ~ kT, (l + % - p_g) (4.3.49)
- 2
=— 1 4.3
aq %, + ( + 0) (4.3.50)

Nous pouvons en déduire la fonction logarithmique de distribution des vitesses
quadratiques :

m "2_ 4 "2
= foe "i”_o[ca+c‘2’(l+% i%')J'Cg(H?E)D (4.3.51)
avec :
3 1 i
. m 2 2)5 ( r2 p2) 2
=n 1+ Lt —— 4.3.52
wen(amm) (05) (+5-5) e

14. L’identité de Lagrange est une relation bien connue en mathématiques qui s’énonce comme
suit :

lla x Bl = [|a]|*[[b]* - (a- b)?

ol a et b sont des vecteurs.
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Solution d’ordre 2 pour la détermination des vitesses angulaire et circu-
laire

Le dernier terme de 'équation de Vlasov 4.3.6 correspondant a V¢ In(f)-C : V,c,
est le double produit de deux dyadiques qui est égal a la trace du produit des matrices
correspondantes devant satisfaire la relation suivante :

Veln(f) - C : Ve, = Tr(AB) = 0 (4.3.53)

avec .
A=Vcn(f)-C
B =V.c,

Calculons B :

D’apreés 4.3.9, nous pouvons en déduire :

dcge  9cC o el
N o Vor Tt O
'C
()
o) \ G B o
Calculons A :
A=Vcihn(f)-C (4.3.55)

D’aprés 4.3.2, nous pouvons en déduire :

A=—kﬂHc-cma(C-r)-r-c+2a[c-(er)]-(er)-c (4.3.56)

— Ay +Ag + As (4.3.57)

Calculons chaque terme :

¢t 6,0, G,

Al:_k—H GC. C GG |, (4.3.58)
0 C.C, €
zC: =zC; =zC,
Ay = 2a(zC, +yCy + 2C,) | yCo: yCy yC. |, (4.3.59)
20, 20y 20
yzcz_J’yCy
Ag =2a | —zyC, +2°Cy | (C: Cy C.) (4.3.60)
0

y2C,Cy — 2yC,C,  y?C,Cy —zyCyCy  y*C:C. — zyC,C,
= 2a | —zyC.C; + £2C,C. —zyC,Cy+ z*C,C, —zyC,C; + 2°C,C,
0 0 0
' (4.3.61)
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Considérons ‘ et B suivantes :
| By By B
A= et B-— | B,, By By (4.3.62)
Bza: Bzy Bzz

sel est donnée par :

B.. + AysBoy + Ay Byy + AyB,, +0 (4.3.63)

La trace de lenr
Tr(AB) =
[te trace :

+22C;C,) + 20(*C? — 2yC,C,)  (4.3.64)

Calculons chacun

Aee = Ol 48

YN -
(2. ( 577 v2(a — o)zy + C.C,2azxz (4.3.65).
Ay = —1=Cs+2 YC, + 2C.yC,) + 2a(~2yC,C, + 1°C,C,)
(4.3.66)
2 m. 3
=C, (_ﬁ (a — a)zy + C,C,2ayz (4.3.67)
Ay = ~77CsCy + 20,2C,) + 2a(y*C,.C, — 7yC,C,)
‘ (4.3.68)
m B
= C,C, ( iH i 10:2(11 — a)zy + C,C,2azxz (4.3.69)
Ay = kHC C:+2 ’z + 2C,yCy) + 2a(—zyC,C, + 22C,C,)
<8 (4.3.70)
= C22(a — a)zy « ( +2ay® + 2a:r2) + G020z (4.3.71)
A, = —%Cm(;'z + ,, “'-"‘*‘ CoxC. + 2C,zC,) + 2a(y*C,C, — zyC,C,)
y . (4.3.72)
= C2az2 + C:C: [ —— -+ 2ar +2¢y’) +CyC,2(a — a)zy (4.3.73)
Ay = ~T HC C; + 2a(zCoyC. + ¥C¥C. + 2C.yC,) + 20(~2yC,C, + £°C,C,)
ol (4.3.74)
= C2ayz + C.C.2(a— a)ay+ G,C. (—% +2ay* + 202°) (4.3.75)
3 (4.3.76)

Les termes en C2 proviennent de A, B., et Ay Biy,
, Ow 0
(_k% + 2¢u:2+2af) (—'ﬁ) +2(a— a)zy <z5§ =+ w) =) (4.3.77)

Les termes en C7 proviennent de A,y By, et A, B,, :
( + 2ay? +21u’) -——) +2(a—a)zy (—y@ - w) =0 (4.3.78)
kH Ay o
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Les termes en C? proviennent de A, B, et Ay, B,y :

2arz (—yg—:) + 2ayz (x?—j) = () (4.3.79)

Les termes en C,Cy proviennent de Agzy Bys, Aze Bz, Aye By et Ay By -

B o a9t (g2 - - - ,
( + 2azx +2ay)( yay w)+2(a a)xy( yam) (4.3.80)

kH
+ (—ﬁ + 2ay® + Qazz) xé@ +w)+2(a—a)ry xa—w =10 (4.3.81)
kH oz oy
Les termes en C,C, proviennent de A;, B,;, Azz Brz, Ayz Bgy et Ay, By :
ow m g 2 Ow .
(2ax2) (-ya) + (—ﬁ + 2az” 4 2ay ) (—ya) (4.3.82)
ow ow
il 2a — =)= 1.3,
+ (2azy) (a: o + w) +2(a — a)zy (:1: Bz) 0 (4.3.83)
Les termes en C,C, proviennent de Agy Byg, Azz Bog, Ay Byy et Ay, By
Ow ow
- = P e 3.84
(2az2) ( yay w) +2(a — a)zy ( y8z> (4.3.84)
+2aye) [ 222 +(—ﬂ+2a 2+2ax2) 2 it (4.3.85)
V2 \ T oy kH Y 8z) 7

Exploitons & présent le fait que w ne dépend que de p? et 22 pour simplifier les
expressions. Ainsi, d’aprés 4.3.28, nous obtenons :
Ow  Ow Op? Ow
i i IO (4.3.86)
dr  0p? Ox 0p?
Ow  Ow 0p? Ow

s = 4.3.87
dy  0p? Oy y8p2 ( )
Ow  Ow 02? Ow
e e =D 4.3.
0z 022 0z #0922 KSRy
L’équation en C? devient :

P =

lnz‘" —— nf“ a) - (4.3.89)
9p (7% — 200%)

En se placant dans le contexte particulier ot @ et a sont constants dans I'espace
(indépendants de r), soit a partir de 4.3.37, nous pouvons en déduire la relation
suivante :

Ohw 1 2(a—a) (4.3.90)
0" 2(m +2a— a)p+2022)
10 m
= — +2(a — a)p® + 2a2*
20,7 [ln (kTo +2(a — a)p® + 2az )] (4.3.91)
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la loi de vitesse de rotation qu'Hicham prétendait avoir découverte
CHAPITRE 4. MODELISATION DE LA DYNAMIQUE GALACTIQUE

avec un palier de vitesse a grande distance du centre de la galaxie
Ainsi la solution obtenue est donnée par :

2
w = W (#) (4.3.92)

i +2(a — a)p® + 2a2?

Les solutions des amtres équations sont compatibles 1,

De la méme maniére gue précédemment, 1'équation en C,C, nous donne :

ohw a ‘
32 ~ (= o) (4.3.93)

En se placant dans le méme contexte particulier oil a et a sont indépendants de
r, nous pouvons en déduire ka vitesse angulaire de la galaxie :
2
w
o= x(F) (4.3.94)
J:u."—‘ + 2(a — a)p? + 2a22

Cette solution étant compatible avec le dernier terme en C,C, '°.

Dans le contexte de la dymamique des galaxies, si w représente la vitesse angulaire
de la galaxie ', alors la witesse circulaire v 4 un rayon p est donnée par :

e —— e (4.3.95)
‘/ﬁo + 2(a — a)p? + 2a22

Ainsi nous pouvons &ablir une relation entre la force gravitationnelle exercée
par la galaxie et la foree eemtrifuge ressentie par un objet en orbite circulaire de la

maniére suivante = an faijt établie par Gilles d’Agostini en 2016
collant avec les 2
observations

Hicham a en fait pompé tout son
calcul, équation aprés équation
en prétendant en étre l'auteur!

1L autre

: pour mainteni itour du

centre d ipéte fournie par 'attraction gravitationnelle de la
galaxie.

|8

la distribution de masse dans les galaxi
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