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Solution elliptique de I’équation de Vlasov

Introduction

Equation de Vlasov
L’équation de Vlasov générale s’écrit :

D—f+V.a—f+[l;—ﬁ} a—f—ﬂa—fVlH]%H:O

Dt or Dt |9V |90V or

avec la notation Esi+c_oi
Dt dt or

L’équation de Vlasov exprimée en fonction de la vitesse d’agitation C et de la vitesse
moyenne ¢ (et non pas de la vitesse absolue V=¢¢+C), s’€crit :

dlogf = dlogf —dlogf [= De, |dlogf | dlogf de,
. . F- . - Jq==1=0
a0 TS T o Mo [Tac | Tac S ar

Principe pour la recherche des solutions

Le principe est le suivant :
(1) on prend une distribution f fonction des vitesses et du temps,
(2) on la substitue dans 1’équation de Vlassov,
(3) on regroupe les termes en fonction des mondmes des composantes de la vitesse ce qui
donne autant d’équations individuelles
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Recherche d’une solution

Objectif : distribution elliptique

On choisit une distribution ou les vitesses forment un ellipsoide :
Log f =Log B+a,C; +a, qu +a, Cj

Ou Cr est la composante sur la direction r, Cp, la projection sur une direction perpendiculaire
aretal’axe z (on prend cet axe car on va travailler sur des galaxies qui tournent autour de z).

Expression que 1‘on réécrit sous la forme suivante :

Log f=Log B — %Cz +a (E.r)z + o [C.(er)]2

Ou k est le vecteur unitaire selon z, B, H, a et o peuvent dépendre a priori du temps et de
I’espace.

Hypothéses
On va pour la suite faire les hypothéses suivantes :
(1) on se place en stationnaire : il n’y a pas de dépendance implicite en fonction du temps
(2) on va considérer une solution symétrique autour de I’axe z, rotation autour de I’axe z
avec une vitesse moyenne qui est tangentielle

avec ces hypotheses, on a :

De, 3¢/ —[oe,] —]oe,
Dt _%t{+c°'|[8r =S or

— dlo
c,. a§f=0

-y
c,=0(krr)=0| x
0
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Calculs et expressions utiles pour la suite

810gf=810gB —ﬂczi

or or 2k Odr

+ da (E.r)2 + Ja [E.(er)T
0

r

(%) +2a(C.r)C + 2a[C.(kxr)|(CxK)

al;f:f: — o C+2a(Cr)r + 2] C.(kxr)](kxr)
—y B
(kxr)=| x C.(kxr)=-yC +xC,
0
y2 Cx_xycy
[E.(er)}(er)= —xyC, +x°C,
0

Equation de Vlasov a utiliser

L’équation utile se réduit a :

— dlogf | = ac
R AN I
¢ or +[ COH or ﬂ

dlog f || dlog f | 9¢, |_
]' oC u oC ClH[BrH_O

Elle comporte 3 termes :

(T1): aalg_gf va donner des termes en vitesse d’ordre 1 et d’ordre 3
r

(T2): [f_co Hac@ H ]alo—gf va donner des termes en vitesse d’ordre 1

or| | ac
(T3): —Haig)—ifc]l : H%N va donner des termes en vitesse d’ordre 2
r

Page 3 /20



Termes en vitesse d’ordre 3

11 faut exprimer C, J lggf et ne garder que les termes d’ordre 3 :
r

_ﬂCZE,i[LJ +2a(6.r)E.C + W
2k or\ H
— da /— — 0 —
+ C.a—f_‘ (Cr) + C.a—f_‘ [C.(kxr)] =0

On va exprimer les composantes et regrouper ensuite les monomes

M 5 om0 0 (1 0 (1 d (1
- —(C+C+C?)| C,—| = |+C,—| = [+ C.—| —
A Z)( ax( J+ yay(H}r Zaz[HJ]
+2a (C}+C.+C2)(xC,+yC,+2C,)
oa oa oa 2
+(Cxa—x+Cy ay+c EJ(x(;+ycy+z<;)
+(C.@z da |, 0

"ax+cy$+czaz]( yC +xC,) =0

_%(Cf+c;+cz( ( ) yaay(l)Jrcz:—Z(%n

+2a (CI+C+C2)(xC,+yC,+2C,)
+ cxa—“+cv da Cza— (¥ Cl+y* Cl+27C2+2xyC,C,+2x2C,C,+2yzC,C,)
dx 0y dz ! ’

Ja Ja Ja 2 2
+ C,—+C,—+C. Ci+x C:-2xyCCC, =0
[ x93y az](y e C-aryCC)

Soit 45 termes que I’on regroupe par monome :

Cﬁ:—ﬁii+2ax+xza—a+y 202 =0
2k ox\ H d0x x
C;:—ﬁii +2ay+y2a—a+xza—a=0
Cf:—ﬂil +2az+22%=0
2k dz\ H z
szC‘ —ﬂi i +2ay+x a—+2xya—a+y a—a_zxya_a:()
2k 0y\ H dy 0x dy dx
C,C, _mofL +2ax+y2—+2xya—+xza—a_2 8_0{:0
C:C.:———|—=M2az+x —+2xz— +y’—=0
2k dz\ H dz dx dz
0 (1 , da da , 00
CCi- 28 h2az+ 242y 24 2% 2
YT 2k BZ[H) Yoz oy dz
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CfCY:—ﬂi L 2ax+22%+2xza—a:0
Y 2k dx\H dx dz
c:cC :—ﬁi 1 2ay+zza—a +2yz% =0
Y 2k dy\H dy dz
da da da o
CCC : 2yz—4+2xz—+2xy——-2xy—=0
R T e Ty

On ne retombe par sur les 10 équations de la these de JPP (les équations en UV et UV?, on se
convainc rapidement que les termes ne s’annulent pas 2 a 2 car il les différences de signes
sont peu nombreuses, il y a sans doute eu une annulation malencontreuse entre les termes en a
et o), sauf si I’on fait tout de suite I’hypotheése que a et o ne dépendent pas de r.

On obtient alors :

c=cic=cc -9 (L) 20
Y 2k ax\H
3 2 2 m d (1
C=C.C =C.C,:———|—|+2ay =0
! ’ Y 2k dy\H
3 2 2 m d (1
C=C.C,=C,C,:———|— [t 2az =0
’ 2k d0z\ H
C,CC.:0=0
Faisons apparaitre p?
0 (1
C=C*C,=CC, - U~ | — |+ -0
oosr s 2k 0p° \ H %a
0 (1
C=CC,=C*C,: - Y — |~ |+ ~
ym ey 2k8p2[HJ Ha

Jd (1
C=C’Cc =C*C - 2 2| |4 -
szyZ/ZkazzH’?/{a

Ce qui donne

2

J (i] = %a :izﬁap2+cte(zz)
H m

op \ H m
d (1 2k 1 2 ,
—— | — |=—a =>—=—az " +cte
0z’ (H] m H m »)
La solution cohérente avec I’ensemble des 2 équations, s’écrit sous la forme :
1_1 1+_2ka]:> e et L PP
H T, m kH kT,
En posant :
2= " > H=_l .
2akT,
1+
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Sil’onrevient a f:

m — 2 2
Log f =Log B+a,C; +a,C, +a,C, = Log B - WC2 +a (C.r) +a [C.(er)]

En tenant compte du fait que :
(k)] = (k) (kxr)=(k-K) (r-1) = (k1) (r k) =1* =" =

On obtient :
a,=— —" tar’ a,=— ——+ap’ a,=— —2
" 2kH " 2kH ¢ 2kH
Enposant: p* = m
Pr 20k,
m 2 2 2
ap=- ap=— m 1+r_2_p_2 a,=-— m 1+r_2
2k T, 2kT, Ty P 2kT, A

m r2 p2 r2
= - Co+Coll+—-= [+C | 1+—
renen|- gz et el )

Le normalisation fj s’obtient par la somme sur tout I’ensemble des vitesses.

3 | 1
m % 2% P Y

ﬁ):n 2 kT 1+—2 1+—2——2
Tk T n o P
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Termes en vitesse d’ordre 2

11 faut expliciter : | 228/ ¢[.| 2%
0C or

Le double produit de 2 dyadiques est €gal a la trace du produit des matrices correspondantes

aux dyadique.
Halogfcﬂzﬂﬂﬂﬂr(w)

oC or
Avec

A:ﬂalo—ngH et Bzﬁ%l]
0C

de,,  9¢, ow 0w
5|9 |_| % % do_,
dy  dy dy dy

ac0x acO,v 0 _ya_w xa_w 0

Calculons A :

ala"(g:fl —k%CE+2a(6.r)rE + 2a[C.(kxr)](kxr)C

= A=A1+A42+ A3

Cj Cx Cy C’x Cz
2
cC, C CC
Cz Cv Cz Cy sz

-
kH

Al=

xC, xC, xC,
A2=2a (xC,+yC,+zC,) yC, yC, yC,
zC, zC, zC,
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ysz—xyCy
2
A3=2a|-xC+x’C, |C, C, C)
0

y*C.C.—xy C.C, y? C.C -xyCC, y*C.C.—xy C,C.
=2a|-xyC.C, +x’ CC, —-xCC, +x° C.C, —-xyCC, +x° C,C.

0 0 0
Axx Axv Xz B xx B xy Xz
A=|4._ A4 et B=|B._ B
X y vz x »y yz
A A B B
ZX zy zz zx zy zz
A.B.+A4,B, +A4.B,
AB = A,B,+4,B, +A4.B. ..
0

I1 faut calculer :
Tr( AB )= Axx Bxx+ Axy Byx+ Axz Bzx+ Ayx Bxy + Ayy Byy+ Ayz Bzy +0

XX

A :—£C3+2a (xxC2+xC,C, +x2C,C.)+2a(y* C2~xyC,C,)

=C? [—£+2ax2+20{y2}+ C.C2(a-a)xy+C.C. 2axz

m
4, == Cl+2a (xCyC,+yC,yC,+2zC.yC,)+2a(-xyC,C,+x*C,C,)

y

=C? [—%+2ay2 +20(x2]+ C.C.2(a-a)xy+C,C.2ayz

Xy

4 =—£Cxcy +2a (xCxC,+yCxC,+zC.xC,)+2a(y’ C,C,—-xyC,C,)
=Cny[—£+2ax2+2ay2]+ C22(a-a)xy+C,C.2axz

A, :—%Cycx +2a (xC,yC,+yC,yC,+zC yC,)+2a(-xyC,C,+x*C,C,)
=Cx22(a—0()xy+Cny(—%+2ay2+20{x2]+ CC.2ayz

A =—%cxcz+2a (xCxC.+yCxC.+2CxC.)+2a()* C,C.~xyC,C.)

=C?2axz+C.C. [—£+2ax2 +20{y2}+CyCZ 2(a-a)xy
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vz

A :—%cycﬁza (xC.yC. +yC,yC. +2C.yC.)+2a(-xyC.C.+x*C,C.)

= C2ayz+C,C.2(a-a)xy+C,C, (—%+2ay2 +20{x2]

Terme en C?. Ils proviennent de Axx Bxx et Ayx Bxy

[—k%+2ax2 +2ay’ ](—y%—z))+2(a—a)xy(x%—w+a))=0

X

Terme en C;. Ils proviennent de Axy Byx et Ayy Byy

[—k%+2ay2 +2ax’ ][xg—j/)j+2(a—a)xy[—y%—z)—a)j=0

Terme en C?. Ils proviennent de Axz Bzx et Ayz Bzy

2axz —ya—a) +2ayz xa—a) =0
oz oz
Terme en C C,. lls proviennent de Axy Byx, AxxBxx, AyxBxy et Ayy Byy
m ) ) w ow
-——+2 +2a -y—-0 F+2a-« -y—
(g v2ee 2 [ o 5-apate-arn(3)
+ —i+2ay2+206x2 xa—w+a) +2(a—0{)xy xa—w =0
kH 0. ad

X y

Terme en C,C.. Ils proviennent de Axx Bxx, AxzBzx, AyxBxy et Ayz Bzy

Jw m 5 , Jw
2 —y— K| -——+2 2 —y—
( CIXZ)[ yax J'F( k[—[ +Z2ax + ay J[ yaZJ

+(2axy)(x%—z)+a)]+2(a—05)xy(xaa—a)]=0

Z

Termeen C C.. Ils proviennent de Axy Byx, AxzBzx, AyyByy et Ayz Bzy

(2axz)(—yaa—w—w}+2(a—a)xy(—yaa—z)J

y

+(2ayz)[xaa—z)]+(—%+2ayz +2ax’ }(xaa—f):o

Page 9/20



On va utiliser le fait que ne dépend que de p? et z> et donc :

dw_ dw 9p’ P ow
dx dp’ ox op’
dw_dwdp’ _ 0w
» op oy op
0_s0d _, o
oz 9z° 9z o

L’équation en C; devient :
-2 2ax’v2ay P i) + 2x7 (a—a) 2222 L w0
kH op’ op’
o [i%—zayzﬂ/{—wzxz ]+(a—a)a):O

> | kH

dlogw _ (a-a)

P> m 2
Mo
e

En se placant dans e cadre de la solution particuliere (a et a constant dans 1’espace) :

dLogw_ 1 2(a-a) _ 1 !
op’

2
%» 2[m+2(a—a)p2+2a22)

kT,

La solution s’écrit sous la forme :

®,

D’ou w=
\/m+2(a—a)p2 +2az’

kT

0

Vérifions si les autres équations sont compatibles.
L’équation en C; devient :

[—k%+2ay2 +20x° ](%%]+M(d—0{)(—2yz 887&;—0)]:0

%[_k%+%+2ax2%+2ayz)—(a—a)a):o c’est la méme
5
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L’équation en C? ne donne rien (X-X=0).

L’¢équation en C,C, devient :

m ow @
(—ﬁ+2ax2+2ay2 ](—y2y—ap2—a)j+ Z(a—Ol _y2x8p2
m ow @
+£—k7+2ay2+2ax2][x2xap2+60J+ 2(a-a X yapz =0

do [—Zyz(—k%+2ax2+2ay2 )+Zx2(—k%+2ayz+20{x2 D

op’

:_w[%}[z+2ay2+Zax2+ﬁn;z—lax2—20!y2]

a_w[ m (x2—yz)W—2ay2y2+M+2ax2x2]

op’ | kH
2 (-2 ) ol o )

On retombe sur la méme équation.

L’équation en C C, devient :

(2axz)[—y2x§pa; )+[—k%+2ax2+20{y2][—y2237a;)
ow w

+(2ayz)| x2x==+o [+2(a-a)xy| x2z— |=0
ap 0z

(—))Q/x2ax/+x2x(2az//))

w
op’

+%[_ﬂ/(—k%+2axz +2ay’ ]+X2Z/2(“_0‘)x/)

so(Zaf #)=0
Jw Jdo( m
W+y(m%f—zaﬁ+w—zax2 ]+aa):O
dlogw _ a
2 g
wYP

En se placant dans e cadre de la solution particuliére (a et a constant dans 1’espace) :

m m
—=—+2ar’

kH kT,
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dlogw _ a 1 2a

0 0

> 2
o (kn;+2(a—0{),02+2arz2 ) [kn;+2(a—05)p2+2az2

aLog| " 4+2(a-0o) p* +2a 2>
dLogw 1 g(kT ( ) }

_ 0

oz* 2 oz*

1

2
Loga)zLog(%+2(a—05),02+2az2 ) + cte(p”)

0
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13

o (p*)

1
2
(kn;+2(a—0()p2 +2az° ]

0

=

2
o,z
A recouper avec ) — il ( )

l:;()+2(a—a)p2+2azz

Le rapport des 2 valant 1, les 2 ‘constantes’ sont égales et donc une seule et vraie constante.

La vitesse angulaire est :

w
w= :

1
2
(kn;+2apz+2(a—a)z2l

0

Vérifions avec le dernier terme que c’est pareil...
L’¢équation en C|C, devient :

(2axz)[—y%—z)—a)j+2(a—a)xy(—y%—z)j+(2ayz)[x?)—z)]+[—k7+2ay r2ax ]( %Z)]:o

_Za M( ) 7+wj 27 a-a) (52

oz*

g;‘j }+[—i+2ay2+20(x2 ][Z/z’g?‘f}o

kH

[—2a 28,02 —aa)]—Z(a—a) yz(%} [%jz/j+(_£+2ayz+2axz ](%J:O

+Zay/[

C’est la méme équation !
21 décembre 2018 :

La vitesse curculaire est :
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14

0]
V(p,z)= £C
\/ kgTo+2ap2 +2(a—)z

Ca donne une contrainte sur la dérivée partielle du potentiel gravitationnelle en ro, équilibrant
la force centrifuge :

2
oY o = pw,

kao +2ap’+2(a—ax)z’

On doit pouvoir exploiter ¢a pour le calcul numérique du potentiel w(p,z)
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Termes en vitesse d’ordre 1

Les termes de I’équation de Vlassov qui vont contribuer seront :

— dlog f ot | 7 de, || | dlog f
. F—c |—| | —=
“or “|ar | | ac

Il faut exprimer E'alg_gf et ne garder que les termes d’ordre 1, & savoir :
r

[F—c H%M._a“’gf
ol or oC

(—jalogB :CVaIOgB+C 810gB+CZ dlogB
or Yoox Yoy dz

M 3(kx 0
c,=a, (kxr)=a, | x acr‘)za)% (arr):a)% -1 0

0 0 O

—dc

O R ACER)

On peut écrire

- ac, | o(w+w,)
-

dlog f m p= =
e T C+2a(Cr)r + 2a[C.(kxr)](kxr)

y'C,-wC, Y

[(_?.(er)}(er): —xyC,+x’C, | ¢,=0| x

0 0
. C. xxC,+xyC, +xzC, ysz—xyCy
ng: _" C, H2axyC +ywC +yzC, | + 2« —xny+x2Cy

aC kH
C. xzC +yzC +zzC, 0
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16

Cx[—k%+ 2ax* + 2y’ )+Cy 2xy( a—a)+C22axz

810gf:

m
C2xy(a-a)+C.| ——+2ay* + 2ax* [+C 2ayz
aC X 'x-y( ) }’( kH y J z y

C2axz+C 2ayz+C, - 4242
} kH

X

— oy +
[F_coﬂﬁﬂj,alog]pz (W WO) Cx2xy(a—a)+Cy(—£+2ay2+2ax2j+CZ2ayz

C|-Z 12a*+ 2ay° |+C 2xy(a—0£)+C 2axz
kH 7 :

Jr 0C Jr

C2axz+C 2ayz+C - 262
X y z kH

-C, a<wa;w0)(—k2 +2ax’ + 2O£y2J+a(w87;y/0)2xy(a—a)+w2axz]
-C, @N}/(d—aﬁa(wa;%)(—kz +2ay2+2ax2)+7a(wa+zwo)2ayZJ
-C a(W+w0)2axz+a(W+WO)2ayz+a(W+WO)(— n +2a22]]

: ox oy oz kH

Les termes d’ordre 1 de I’équation de Vlassov

aabg%{f_coﬂ%“ ]._f“ogf "

Jr or d0C

donnent donc a 3 équations , en se placant encore dans le cadre de la solution particuliére (a et
a constant dans I’espace) :

ﬂ:£+2ar2:i+2ax2+2ayz+2az2
kH kT, 0
) 0
alogB_ (l//+l//0) _m —2(a—05)y2—2az2 _szy(a_a)_MQMZ:()
ox dx kT, dy dz

2ayz=0

z

al(_;)gB—a(l//aﬂ//O)zw(a—a)——a(l/ﬂr%)[—ﬂ—Z(a—Ot)xz —2az’ j——a(wﬂ//‘))
y X
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dlogB

_a(l//+l//0)2axz

dz

dx

Iy +v,)

y

Iy +v,)

2ayz -
z
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Annexe : Nécessité que a et o soient constants

A priori, a et o dépendent de 1’espace et par symétrie de p? et z2.
Nous allons voir que nécessairement, a et o sont des constantes.

Reprenons les équations et remplagons les dérivées partielles

oF (p*,2%) oF oF (p*,2%) oF oF (p*,2%) oF
=2x 5 :2y 5 = 5
0x op dy dp 0z 0z

Les équations issues de 1’ordre 3, s’écrivent :

Jd (1 da Jdor
Cioagm 3 (1 : da_
* 2k 0p*\ H tpfat 8p2+%y dp°
d (1 da o
C3e_ m o {1 2 2 -0
Y 2k 0p*\ H dp’° 2 dp’°
o ogpm 9 (L 0
: 2k 0z°\ H
Soit
da oo
coct X2 9%
x y apz apz
0 (1 da
C+C -2 — Ha+p’ =0
i S et o
C’ —ﬂ% Thas 28—2 0
2k 0z H z
C2C. _%%a& ﬂ[ + Y a + YEX —2+2x2x/aa@2 + 24y’ 8 =
C.C. _%2k8 %a+/2/fx—+2x2x/ +/2/{y =
J (1 805
-2 —
em 2y apz(H) 265
C2CZ _ ﬁiz i 8_“2:
! 2k 0z H d
ceoaAm O (L, _
2k dp°\ H
d (1 aa aa
- — |+ + 2z +2 — =0
z Ty 2kap2[1_]) %a %Za 2 %2822
da  Jdo
C2C —CyZC a ZZW
da  da _Jdo

C:C.-CC.:2 + =
YR 9pt 92 97
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C2C,~C*C,: 0=0

C2C+CC i 2 J (i} a+ pZa&a2 =0
P
0 da  da
CC+CC - 9\ _y
" 2% 97 ( ) [ap2+822]
ce, ezc2c-—ﬂ_2 va+22| 2 299 g
2k dp dp dz
da oa oa oo
C.CC.: 4xyzap2+4xyzﬁ+4xyza7—4xyza7—o

dor  20a  da

Soit : = +
dz° dp> 0z

Ces 10 équations sont redondantes et en résumé on obtient :

da _ Jda Jo 2aa+ da
ap> 9p’ dz> dp* 07
d [1}_2/{ d(a
m 9 (1 z 37\ H ) m o
-— — [Fa+ =0 P m op
2k o Z(Hj P >
2
_m 9 i+a+z2 da =0 > J L:ﬂa(az
2k 0z°\ H 2z’ 0z’\H | 2k 0z7°
Relations entre a et o
da—-«o _ 2N (3 J 2
el 0o = (a—a)=g(z*) (ie. (a-a) ne dépend pas de p?)
Yo,
da—o da  9g(z%) 5 | N
-2 = =h > a= =——h +k
7 = 2, 5 ) a(p*2*)==o W) P’ 4k,
Pour I’instant, a (et o) dépend a toujours a priori de p? et z%
Utilisons les équations de 1/H et faisons les dérivations partielles croisées.
aii 2kaa(ap)aaL _ 2% 9 9(a’)
0z’ ap*\ H maoz> dp° 0dp’dz maop> 9z

(L’inversion est possible car les 2 variables sont 1ndependantes)

Soit :
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p) a(apz)_ ) a(azz) > ) a(apz)_ p) a(azz)

9z2 9p>  9p* 9z’ ap* 9z 9z 9p°
1 2 2 2 1 2 2 2
3 a[(—zh(z )P +ka,a)p ) 3 8[(—2}1(2 )P +ka,a]z ]
9 3z "oz 9
9 (1 ,onz)) 9 ( 1, »
— = |-Zh
ap2[ 2,0 oz” 0z°| 2 ()=
, 0h(Z%) 1, ., z'oh(z%)
_pr2 g =
P oz’ 2 @) 2 9z°

Le terme de droite étant indépendant de p?, nécessairement h’(z?) = 0 et donc ensuite h(z*)=0
Donc :

2 .2 1 2 2
alp,z )=—h +k =k =a
(0°.2°) SHE) P ko =Ko
En ce qui concerne o :

dg(z’) -0 >
9z

En conclusion on voit que a et a sont nécessairement des constantes.

g(zz)=g0 > (Z:(a_go)
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